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Abstract 
In this paper an approach for the design of a chaotic synchronization scheme between two diffrent chaotic systems 

is proposed. The aim is to control a chaotic system in such way that its dynamics to be changed so that it mimics the 
dynamics of a completely different chaotic master system. The control functions are designed according to the second 
Lyapunov stability law. 
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ВЪВЕДЕНИЕ 

След 1990 г. активно се развива една 
специфична област от теорията на управле-
нието – решаване на задачи за стабилиза-
ция [1] или синхронизация на нелинейни 
хаотични системи [2,3]. Особена популяр-
ност добиват задачите за синхронизация, 
при които целта е синтезиране на връзка 
между две или повече хаотични системи по 
такъв начин, че динамиката им да бъде в 
определена зависимост. Актуалността на 
задачите за хаотична синхронизация се обу-
славя от факта, че това интересно явление 
намира приложение за защита на данните в 
най-различни комуникационни системи или 
системи за защита на информация [4-6]. 

Най-често при хаотичната синхрониза-
ция се разглеждат две еднопосочно свърза-
ни хаотични системи в конфигурация 
Master – Slave, като при това се търси такъв 
тип управление към втората система, че тя 
да извършва идентични хаотични колеба-
ния с първата система. Такъв тип синхро-
низация се нарича идентична. Възможно е 
да се синтезират други типове управление,  

при които динамиката на Slave системата е 
в по-сложна функционална зависимост с 
тази на Master системата, при което се по-
лучава мащабирана, изместена, осцилира-
ща синхронизация или антисинхронизация. 
При всички тези случаи Master и Slave сис-
темите са идентични. 

В научната литература доста по-слабо 
застъпени са задачите за проектиране на 
синхронизационни схеми между неиден-
тични хаотични системи. 

В настоящия доклад се предлага синхро-
низационна схема между два различни не-
прекъснати хаотични модела от трети ред. 
На базата на прилагане на втория метод за 
устойчивост на Ляпунов се синтезира ак-
тивно управление към едната система, кое-
то напълно подчинява динамиката й към та-
зи на другата система. 
 
ИЗЛОЖЕНИЕ 

През последните години в научната ли-
тература са представени редица нови аб-
страктни хаотични модели, преобладаващо 
от трети ред и с непрекъсната динамика. 
Такъв е моделът на Wu-Li [7], който се опис- 
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ва с уравненията: 
 

.

,/
,

32
2
13

32

21

dbxaxcxx

axx
axx

−−−=

=
−=







                           (1) 

 
За стойности на параметрите: 
 

4.0,3.0,3.0,2.1 ==== dcba               (2) 
 

и начални условия: 
 

[ ] [ ]TTxxx 111)0()0()0()0( 321 ==x                 
                                                                  (3) 
 

динамиката на системата е хаотична. 
 
Хаотичният модел (1) е симулиран с по-

мощта на програмния продукт Matlab за 
стойности на параметрите (2) и начални 
условия (3). На фиг. 1 е показано простран-
ството на състоянието ),,( 321 xxx  на систе-
мата. Вижда се, че атракторът на системата 
е хаотичен, т.е. състои се от множество на-
гъсто разположени една до друга неустой-
чиви периодични орбити, ограничени във 
формата на специфична структура в опре-
делена подобласт от пространството на със-
тоянието. За добиване на по-ясна представа 
за структурата на хаотичния атрактор могат 
да се наблюдават проекциите на тримерно-
то пространство на състоянието в трите фа-
зови равнини ),( 21 xx , ),( 32 xx  и ),( 31 xx . На 
фиг. 2 е показана една от тези фазови рав-
нини - ),( 31 xx . На фиг. 3 са показани време-
вите характеристики на трите променливи 
на състоянието на модела на Wu-Li. Харак-
терно за променливите на състоянието на 
всяка хаотична система е, че тяхната дина-
мика видимо е неразличима от динамиката 
на променлива със случаен характер. 
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Фиг. 1. Хаотичен атрактор на модела  

на Wu-Li 
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Фиг. 2. Проекция на хаотичния атрактор на 
модела на Wu-Li в една от фазовите равнини 
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Фиг. 3. Времеви характеристики на 
променливите на модела на Wu-Li  

 
Друг сравнително нов хаотичен модел от 

трети ред е моделът на Zhang-Li-Chang [8],  
описван с уравненията: 
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За стойности на параметрите: 
 

5.0~,8~,25~,12~ ==== dcba                   (5) 
 

и начални условия: 
 

[ ]T5.25.18.1)0(~ −−=x                       (6) 
динамиката на системата е хаотична. 

На фиг. 4 е показан хаотичният атрактор 
на системата (4) в пространството на със-
тоянието )~,~,~( 321 xxx . На всички графики 
променливите ix~  са означени като xis  по-
ради особеностите на продукта Matlab. 
Атракторът отново има типичен хаотичен 
вид, като размерите му са с порядък по-го-
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леми спрямо тези на атрактора на система-
та на Wu-Li от фиг. 1. На фиг. 5 е показана 
проекцията на хаотичния атрактор във фа-
зовата равнина  )~,~( 31 xx . 
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Фиг. 4. Хаотичен атрактор на модела на 

Zhang-Li-Chang 
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Фиг. 5. Проекция на хаотичния атрактор на 

модела на Zhang-Li-Chang в една от фазовите 
равнини 

 
На фиг. 6 са показани времевите харак-

теристики на трите променливи на състоя-
нието на модела на Zhang-Li-Chang. При 
сравнение на тези характеристики със съот-
ветните на модела на Wu-Li от фиг. 3 се 
виждат различните времеви скали на дина-
миката на двете системи. Условно процеси-
те в системата (4) се развиват с порядък по-
бързо спрямо тези в системата (1). 
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Фиг. 6. Времеви характеристики на 

променливите на модела на Zhang-Li-Chang  

Нека бъдат дефинирани функциите на 
разсъгласуване между отделните двойки 
променливи на системите на Wu-Li (1) и 
Zhang-Li-Chang (4): 

 

31,~ ÷=−= ixxe iii .                                 (7) 
  
Когато липсва връзка между системите 

(1) и (4) съответните функции (7) също 
имат хаотичен характер, както се вижда от 
фиг. 7. 
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Фиг. 7. Функции на разсъгласуване при липса на 

връзка между двете хаотични системи   
 
На фиг. 8 е показана съвместната дина-

мика на променливите )~,( 11 xx , )~,( 22 xx . и 
)~,( 33 xx . Забелязват се следните три особе-

ности: видимо липсва корелация между ди-
намиката на променливите на двете систе-
ми, различните времеви скали на динамика-
та на системите и голямата разлика в ам-
плитудите на колебанията на системите на 
Wu-Li и Zhang-Li-Chang. 
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Фиг. 8. Съвместна динамика на отделните 

двойки променливи при липса на връзка   
 
Идеята за синтез на синхронизационна 

схема между системите на Wu-Li (1) и 
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Zhang-Li-Chang (4) предполага еднопосоч-
на връзка между системите, при която сис-
темата на Wu-Li да бъде в ролята на Master, 
или управляваща система, а системата на 
Zhang-L i-Chang – в ролята на Slave, или 
подчинена система. При това схемата може 
да се запише с уравненията: 
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където 31, ÷=iui  са управляващи функции 
към Slave системата, които трябва да се 
синтезират така, че 

 

,31,0)(lim ÷==
∞→

iteit
                              (9) 

 
т.е. целта е да се постигне идентична хао-
тична синхронизация между двете различ-
ни хаотични системи в синхронизационната 
схема (8). По-конкретно съгласно избраната 
схема (8) целта е динамиката на системата 
на Zhang-Li-Chang да бъде подчинена на 
динамиката на системата на Wu-Li, ако бъ-
дат намерени подходящи управляващи 
функции iu . 

Условието за идентична синхронизация 
(9) съответства на установяването на систе-
мата от разсъгласуването между Master и 
Slave системите в точката 

[ ] 0e == Teee 321 . Ако точката 0e =  е 
устойчива, то между системите ще има  
синхронизация. Устойчивостта на т. 0e =  
може да се изследва чрез дефиниране функ-
ция на Ляпунов )(eV . Съгласно втория ме-
тод за устойчивост на Ляпунов т. 0e =    е 
устойчива, ако бъде намерена такава функ-
ция на Ляпунов, за която да са изпълнени 
следните три условия: 

 
0)( >eV ,   0≠∀e ,                                 (10) 

 
0)( =eV ,    0=e ,                                  (11) 
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Обикновено при задачи за хаотична син-

хронизация функцията )(eV  се избира във 
вид на квадратична функция на променли-
вите на разсъгласуването (7):  
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за да отговаря на условията (10) и (11). 
След диференциране на израза (13) за пър-
вата производна на )(eV  се получава: 
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За да бъде изразът (14) отрицателно де-

финиран съгласно условието (12), той тряб-
ва да бъде приведен например във вида: 
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където ik  са положителни константи. Ако 
за първите производни на функциите на 
разсъгласуване се получат изразите: 

 

31, ÷=−= iеkе iii ,                                (16)                    
 
то изразът (14) ще добие вида (15) и така 
ще бъде изпълнено и третото условие (12) 
на втория метод за устойчивост на Ляпунов 
за разглежданата синхронизационна схема 
(8). 

След диференциране на лявата и дясната 
част на уравнение (7), за производните на 
функциите на разсъгласуване iе  се получа-
ва: 

 

31,~ ÷=−= ixxe iii
 .                               (17) 

  
От (17) следва, че изразите за iе  могат да 

бъдат получени, като в схемата (8) се изва-
дят уравненията на Slave системата от тези 
на Master системата: 
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За да бъдат приведени изразите (18) в не-
обходимия за постигане на синхронизация 
вид (16), управляващите функции към Slave 
системата iu  трябва да се синтезират както 
следва: 

 

).~(~~~~~

),~(~~~~/
),~(~~~~~~

333
2

13
2
2

32
2
13

222312132

111322121

xxkxdxcx

dbxaxcxu

xxkxxxxaxu
xxkxxxbxaaxu

−+−+−

−−−−=

−+−−−=
−++−+−=

                               

                                                                (19) 
След заместване на управляващите 

функции (19) в изразите (18) и отчитане на 
(7), за първите производни на функциите на 
разсъгласуване в разглежданата хаотична 
синхронизационна схема (8) се получават 
изразите (16), което гарантира изпълнение-
то и на третото условие на метода на Ляпу-
нов. Изпълнението на трите условия (10), 
(11), (12) при така синтезираното управле-
ние доказва устойчивостта на проектирана-
та синхронизационна схема. 

Синхронизационната схема (8) със син-
тезираните управляващи функции (19) е си-
мулирана в среда на Matlab. Първоначално 
за константите ik  са избрани стойности 

31,1 ÷== iki . На фиг. 9 са показани полу-
чените при симулацията функции на разсъ-
гласуване 31,~ ÷=−= ixxe iii . Вижда се, че 
след преходен процес от около 4s те се 
установяват в нула, т.е. двете хаотични сис-
теми се синхронизират идентично. При то-
ва Slave системата на Zhang-Li-Chang на-
пълно променя своята динамика, която ста-
ва идентична на тази на Master системата 
на Wu-Li. Уравненията на Slave системата 
са тези на модела на Zhang-Li-Chang, но с 
помощта на управленията към нея тя се 
държи като копие на системата на Wu-Li. 
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Фиг. 9. Функции на разсъгласуване при 
прилагане на управляващите функции 

На фиг. 10 е показана съвместната дина-
мика на двойките променливи )(1 tx , )(~

1 tx ; 
)(2 tx , )(~

2 tx  и )(3 tx , )(~
3 tx . След преходния 

процес динамиката на съответните двойки 
става идентична, но запазва хаотичния ха-
рактер на променливите на системата на 
Wu-Li. На фиг. 11 са показани същите 
двойки променливи в по-голям времеви ин-
тервал, за да се види, че веднъж синхрони-
зирани, системите остават в това състояние 
докато се поддържа управлението към 
Slave системата.  

При експериментите е установено, че с 
помощта на константите ik  може да се ре-
гулира продължителността на преходния 
процес до достигане на синхронизация 
между системите. На фиг. 12 са показани 
функциите на разсъгласуване iii xxe ~−= за 

31,2 ÷== iki . Преходният процес е около 
2s, т.е. два пъти по-кратък спрямо този от 
предходния експеримент. 
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Фиг. 10. Съвместна динамика на отделните 

двойки променливи при синхронизация 
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Фиг. 11. Съвместна динамика на отделните 

двойки променливи за по-голям времеви 
интервал 
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Фиг. 12. Функции на разсъгласуване при 

промяна на коефициентите ki            
 
 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Проектирана е хаотична синхронизаци-
онна схема, при която с помощта на прила-
гането на втория метод за устойчивост на 
Ляпунов е постигната синхронизация меж-
ду две напълно различни непрекъснати хао-
тични системи от трети ред, с различни с 
порядък размери на хаотичните атрактори и 
различни с порядък времеви скали на тях-
ната динамика. След синтезиране и прила-
гане на управляващите функции към под-
чинената система, нейната динамика напъл-
но се променя и става идентична на дина-
миката на управляващата хаотична систе-
ма. Получените резултати са потвърдени 
със симулационни експерименти. Хаотич-
ната синхронизационна схема може да се 

използва като основа за реализиране на сис-
тема за защитено предаване на данни или 
криптиране на информация. 
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